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Capitolul 0

Nicolas din Oresme

Aceasta poveste Incepe in manastirea unei abatii benedictine din
Normandia medievala. Stiu, poate parea arbitrar si fara legatura cu
titlul cartii si cu ce s-ar putea astepta de la continutul ei. De fapt, am
fi putut proceda intr-un mod mai ordonat (cel putin cronologic) si sa
o facem sa inceapa printre coloanele dorice care flancheaza o galerie
in Anatolia secolului al V-lea 1.Hr. (vom vedea de ce mai tarziu). Ade-
varul este cd, daca vrem sa fim rigurosi, Incepe exact aici, pe biroul
fiicei mele presarat cu creioane colorate, pe care scriu aceste randuri
in timp ce ea isi face primele calcule.

Ca atatea alte povesti, si a noastra are mai multi protagonisti care
se succed in timp, adaugand contributii modeste sau titanice la seria
de idei pe care le vom examina pe masura ce povestea se dezvolta. To-
tusi, la fel ca multe altele, si aceastd poveste are un actor proeminent,
un geniu intelectual multilateral francez apartinand scolii tarzii, unul
dintre cele mai importante curente filosofice ale Evului Mediu si con-
siderat de multi cel mai original ganditor al timpului sau.

Nicolas din Oresme s-a ndscut in jurul anului 1323 intr-un sat nu-
mit Fleury-sur-Orne, langa Caen, cel mai probabil intr-o familie nu deo-
sebit de instarita deoarece primeste o bursa de studiu de la Colegiul
din Navarra, care primeste studenti ce nu Isi pot permite sa plateasca

Nicolas din Oresme
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Figura 1. Nicolas din Oresme. La dreapta, schema pentru calculul distantei
parcurse intr-o miscare in linie dreapta uniform accelerata.

cheltuielile Universitatii din Paris. A studiat teologia si a absolvit la trei-
zeci si trei de ani, varsta la care a fost numit Mare Maestru al Colegiului
din Navarra. Opt ani mai tarziu era deja decan al Catedralei din Rouen,
completdnd ceea ce astdzi am numi ,o cariera fulgeratoare”.

Nicolas este activ in discipline atit de diverse precum fizica, econo-
mia, matematica, psihologia si muzica. Printre numeroasele sale contri-
butii, merita mentionata utilizarea reprezentarilor grafice pe doua axe
pe care le foloseste pentru a demonstra o teorema cinematica a vremii
cunoscuta sub numele de teorema vitezei medii sau Teorema Iui Merton,
numitd dupa propozitii intuite de matematicienii Colegiului Merton din
Oxford cu citiva ani Tnainte. Teorema afirma ca distanta parcursa de un
obiect a carui viteza variaza liniar (adica se deplaseaza cu o miscare
uniform accelerata) este aceeasi pe care ar fi parcurs-o deplasandu-se
cu o viteza constanta egald cu media dintre viteza sa initiala si cea fi-
nald. O reprezentare graficid schematica a acestei demonstratii este
prezentata in figura 1, 1anga un portret al lui Nicolas din Oresme insusi.

Seriisisiruri



Profit de oportunitatea oferita de Teorema lui Merton pentru a
anticipa cd miscarea si viteza sunt concepte de care ne vom ocupa pe
parcursul acestei povesti.

Se poate spune despre protagonistul nostru ca este in multe pri-
vinte inaintea vremurilor sale: de fapt, in Livre du ciel et du monde, cu
doua secole inainte de Copernic, el ofera argumente mai explicite si
mai clare in sprijinul tezei ca Pamantul se misca in raport cu alte cor-
puri ceresti. Pentru a face acest lucru se bazeaza pe observatii astro-
nomice, consideratii geometrice si principii imprumutate de la alti
ganditori contemporani precum Giovanni Buridano sau Guglielmo din
Ockham. In cartea sa Livre de divinacions, lupta puternic cu astrologia
si emite ipoteza existentei unor ,alte lumi locuite in spatiu”. De parca
nu ar fi de ajuns, Nicolas din Oresme (si nu Robert Hooke, caruia i se
atribuie de obicei descoperirea) a fost cel care a descoperit curbura
luminii ca urmare a refractiei atmosferice.

Oresme aduce si ele contributii originale gandirii economice:
sustine ca banii sunt un produs al pietei si nu al Statului, ii considera
o marfa si nu doar un mijloc de schimb. Studiaza inflatia si rolul pe
care 1l joaci Statul in ea atunci cand nationalizeaza banii. Cu sapte
secole inainte de teoria ciclului economic a scolii austriece contempo-
rane, Oresme dezvolti o teorie economica care anticipeaza deja unele
dintre punctele sale.

Si banii sunt ceva despre care am putea vorbi in carte... Vom vedea
cum.

Dar mai existd o contributie a lui Nicolas din Oresme in domeniul
stiintelor formale care este mai direct legata de cei care, impreuna
cu el si alti gAnditori, vor fi adevaratii protagonisti ai acestei povesti...
Cu siguranta ati intuit-o deja. De fapt, Nicolas din Oresme ocupd un
loc proeminent in istoria matematicii pentru lucrdrile sale asupra
sumelor infinite (obiecte cunoscute in mod obisnuit In matematica
drept serii) si asupra secventelor infinite (denumite in general siruri),
doua aspecte ale calculului matematic care va trebui sa astepte trei,

Nicolas din Oresme
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respectiv cinci secole pentru ca urmatoarele progrese semnificative
sd apara: ceea ce de obicei este numitd ,minte modesta”...

Prin urmare, ne vom dedica mai intdi sa oferim o idee intuitiva
despre ceea ce sunt obiectele matematice care, impreuna cu Oresme
si alti colegi de-ai sdi, vor fi in centrul povestii noastre, pentru a le
aprofunda apoi structura si proprietatile.

Serii si siruri



Capitolul 1

In cate moduri se poate obtine sase ca
rezultat al unei adunari?

Fiica mea de cinci ani nu este foarte pasionata de matematica. Nu ca o
deranjeaza, dar este mai interesata de printese si, aparent, printesele
au mai multa inclinatie spre dans, asa ca este mai interesatd de dans.
Dar mi-a spus ca la scoald invata diferitele moduri de a-1 aduna pe
sase. Am intrebat-o daca asta inseamna ca stiu deja In cate moduri se
pot aduna unu, doi, trei, patru si cinci. ,Sigur”, a fost raspunsul. Din
care am dedus ca incad nu fac distinctie Intre adunare si scadere si ca
lucreaza cu numere naturale. Acest lucru m-a incurajat sa o intreb:
,Hei, in cate moduri diferite se poate aduna sapte?” Dupa ce mi-a
aruncat o privire sfidatoare, a luat un pix si mi-a spus: ,Sa vedem cate
ies”. Si a Inceput sa scrie. Sunt emotionat; cred ca esta prima datd
cand nu mi-a cerut sa dansez. Dupa ceva timp petrecut calculand cu
atentie, am ajuns la concluzia ca existd cincisprezece moduri diferite
de a obtine sapte ca rezultat al unei adunari. Le notez aici ca sa vedeti
ca nu veti gasi altele:

In cate moduri se poate obtine sase ca rezultat al unei adunari?

n
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1+1+1+1+1+1+1
2+1+1+1+1+1
2+2+1+1+1
2+2+2+1
3+1+1+1+1
3+2+1+1
3+2+2

3+3+1
4+1+1+1
4+2+1

4+3

5+1+1

5+2

6+1

7

Ne-am continuat investigatia: stim in cate moduri diferite putem obti-
ne 1 (doar unu), 2 (doar doua: 1 + 1 si 2), 3 (3 poate fi adunat in trei
moduri diferite: 1+ 1+ 1,2 + 1si 3), 4 (in cinci moduri: 1 +1+ 1 + 1,
2+1+1,2+2,3+1,4),5 (in sapte moduri diferite; puteti verifi-
ca daca doriti), 6 (in nu mai putin de unsprezece moduri diferite),
7 (cincisprezece, tocmai am vazut) ... si putem construi sirul

1,2,8,5; 7,11, 15, ...

a diferitelor moduri in care fiecare dintre numerele naturale poate fi
descompus in sume dintre alte numere naturale. De fapt, eu si fiica mea
descoperim apa calda pentru cg, chiar daca ea nu o stie inc3, in ma-
tematicd existd deja o functie bine-cunoscuti care asociaza fiecarui
numar natural n numarul de moduri m (n) in care acel numar se poate
obtine prin adunarea altor numere naturale:

Serii si siruri



1-m(1)=1
2—>m(2)=2
3—>m(3)=3
4—>m(4)=5
5—m(5)=7
6—>m(6)=11
7—m(7)=15

Aceasta functie de partitie este utilizata in diferite domenii ale mate-
maticii si fizicii.

Dupa o observatie initiala inocentd, este usor de observat ca sirul
pe care il construim trebuie neaparat sa fie crescator (fiecare termen
trebuie sa fie mai mare decat cel anterior), deoarece pentru fiecare
numar n se pot face cel putin aceleasi partitii ca pentru numarul an-
terior, m(n - 1), adunand unu (+1) fiecareia dintre ele, addugand, in
plus, partitia corespunzadtoare numadrului n Insusi. Aceasta conditie
poate fi exprimata mai formal scriind

YneN, m(n)=zm(n-1)+1

care se citeste: pentru fiecare numdr natural n este valabil cd functia
sa de partitie m(n) este mai mare sau egald cu functia de partitie a
numdrului natural imediat precedent m(n - 1) plus unu.

Retineti cd scriem mai mare sau egal (2) si nu egal (=) deoarece,
pe masura ce numerele devin mai mari, apar partitii care anterior
nu erau permise. De exemplu, in cazul lui 4 avem ca m(4) =m(3) + 2,
pentru ca existd o partitie formata din doi de 2 (4=2+2), care nu a
existat in m(3), referitor la 7 avem m(7) =m(6) + 4 deoarece exista
trei partitii noi: 3+ 2+ 2,4 + 3 si 5 + 2, care nu se obtin prin adaugarea
lui unu (+1) la niciuna dintre cele m(6) partitii corespunzatoare lui 6.
Daca lasam loc imaginatiei, putem construi toate sirurile crescatoare
de numere pe care le dorim. De exemplu, acesta:

0,3,8,15, 24, 35,48, ...

in cate moduri se poate obtine sase ca rezultat al unei adunari?

13
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Daca va plac provocdrile, va invit sa va opriti un moment inainte
de a continua sa cititi pentru a Incerca sa gasiti o logica in acel sir
(care de fapt are una). Daca ati facut-o deja, felicitari, dar, fie ca ati
reusit sau nici nu vreti sa va ganditi la asta, ne putem continua po-
vestea dezvaluind ca am construit-o ficand patratul fiecirui numar
natural si scazand unul.

1—-12-1=0
2—=22-1=3
3—32-1=8
4—-42-1=15
5—52-1=24
6—62-1=35
7—72-1=48

O regula care poate fi scrisa si mai formal dupa cum urmeaza:

{a}:N=>R

n—a,=n’-1

si se poate citi asa: {a;} face ca fiecdrui numdr natural n apartindnd
multimii numerelor naturale sd-i corespundd unui element a, al multi-
mii numerelor reale astfel incdt a, este egal cu pdtratul acestui numdr
natural n minus unu.

In general, relatiile care fac astfel incat fiecirui numar natural si-i
corespunda un numadr real dupa un anumit set de reguli se numesc
siruri. Definirea unui sir prin intermediul unei reguli precum cea din
exemplul precedent se numeste definitie a termenului sdu general si
are avantajul ca permite cunoasterea oricarui termen al acestui sir
pur si simplu cunoscandu-1 pe cel precedent, este suficient sa ridicati
numadrul 11 la pdtrat si sa scadeti unu, ay1=11%-1=120. Retineti ca
n indica Intotdeauna pozitia ocupata de termenul a, in sir.

Serii si siruri



Acesta nu este singurul mod posibil de a defini un sir. Mai de-
vreme, cand Incercati sd gasiti o logica pentru sirul pe care l-am
prezentat, este posibil sa fi identificat una diferita de cea descrisa
pana acum. De exemplu, este posibil sa fi observat ca fiecare termen
al sirului nostru poate fi obtinut prin adunarea numerelor impare
succesive precedente.

a, =0
a,=a,+3=0+3=3
a;=a,+5=3+5=8
a,=0a;+7=8+7=15
as=a,+9=15+9=24
a,=a;+11=24+11=35
a,=a,+13=35+13=48

Daca ati observat, felicitari pentru claritate. Aceasta alta modali-
tate de definire a termenilor unui sir este cunoscuta ca definitie re-
cursivd si permite, odata cunoscuti primii termeni, generarea succe-
siva a tuturor celorlalti din acestia. In special pentru acest sir, regula
este rezumata dupa cum urmeaza:

a =a _ +2n+l, a =0

n

expresie in care trebuie sa aveti grija sa nu confundati valoarea reala
a termenului a, cu pozitia n pe care o ocupa in sir. Ficand unele cal-
cule putem vedea ca fiecare termen a, din acest sir poate fi exprimat
in functie de a,_; anterior si prin intermediul acestei alte formule ce
rezulta echivalenta:

a,=a, ,+24a, ;+1+1, a, =0

in cate moduri se poate obtine sase ca rezultat al unei adunari?

15
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Daca nu ma credeti, puteti incerca sd o faceti singuri:

a, =0

a,=0+2v0+1+1=3
a,=3+2\/3+1+1-8
a4=8+2\/a+1=15
a,=15+2/1541+1=24
a,=24+232441+1=35

a, =35+2v35+1+1=48

Ma intreb care va fi termenul general al sirului pe care I-am gene-
rat folosind functia de partitie m(n)... Va admite o definitie prin recu-
renta?

iti propun o afacere

In sectiunea anterioari am definit ce este un sir si am prezentat ca-
teva exemple de siruri crescitoare. In aceasti sectiune vom ilustra
faptul ca nu tot ceea ce creste o face in acelasi fel. Pentru a face asta,
0 sd va povestesc despre un coleg de-al meu care are talent la finante
si care, se pare, a gasit formula unei afaceri extraordinar de profitabi-
le. Intrucat este prietenul meu si m3 apreciaza, mi-a oferit ocazia sa
particip la activitate. Voi contribui astfel la demararea ei cu un capital
initial de 1000 de euro si dupd ceva timp vom incepe si obtinem pro-
fituri mari pe care le vom imparti.

Colegul meu mi-a dat posibilitatea de a alege intre doud variante
si nu ma hotarasc: pe de o parte, mi-a propus si-mi dea 50 la suta
din capitalul initial in fiecare an si, pe de altd parte, si-mi dea 26
la suta din capitalul pe care il voi fi acumulat pana in acel moment.
Prima variantd pare mai profitabild: in primii ani as primi 1500 de
euro, 2000 de euro, 2500 de euro, 3000 de euro..., in timp ce cu a
doua optiune as primi 1260 de euro, 1588 de euro, 2000 de euro,

Serii sisiruri



